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В настоящее время задачи электромагнитной теории имеют 
большое значение для решения многих научных и технических 
проблем. Развитие радиоастрономии, радионавигации, создание 
систем спутниковой связи, антенная техника и цеJ1ый ряд дру­
гих направлений требуют всестороннего исследования процессов 
из.r~учения, отражения и дифракции волн с учетом неоднородной 
среды. 
Теоретическое изучение электромагнитt1ых волновых явле­
ний сводится к исследованию свойств решений уравнений Макс­
велла в неоднородной среде с учетом граничных условий на те­
лах достаточно произвольной формы. Как правило, исследова­
ние волновых явлений является многопараметрической задачей, 
и успешное изучение явлений связано с методами математиче­
ского моделирования волновых процессов. Важным классом ма­
темати•1еских моделей являются модели волновых процессов в 
установившемся режиме в неограниченных областях трехмерно­
го пространства. К таким моделям относятся модели распро­
странения электромагнитных волн в волноводах и задачи стаци­
онарной :::1лектромагнитной дифракции на теле, находящемся в 
локально-неоднородной среде . 
Типичная постановка электромагнитной задачи дифракции 
следующая [1). 
В неограниченной области пространства характеристики сре­
ды задаются тензорами i(M) и {L(M) электрической и магнит­
ной проницаемости, причем компоненты тензоров являются пе­
ременными функциями координат. В среде может находиться 
хорошо проводящее тело D, на границе которого ставятся гра­
ничные условия . На конечном расстоянии от поверхности тела 
D характеристик11 среды постоянны и среда однородна (i(M) = 
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t:o, jl(M) = µо). В качестве источников поля могут рассматри­
ваться сторонние электрические и магнитные токи, локализован­
ные на конечном расстоянии от тела или на его поверхности. В 
такой постановке математическая задача сводится к определе­
нию в неограниченной области D,, вне тела D, решения системы 
уравнений Максвелла 
rot Н = -iw€E + j, 
(1) 
rotE = iwjiH, 
где j - финитная функция, удовлетворяющего граничному усло­
вию 
(2) (n, E]lav = Z[n , (н, HJJl8 v , 
где n - внутренняя нормаль к поверхности тела дD, а Z - по­
верхностный импеданс , заданный в каждой точке поверхности 
дD . 
На бесконечности поля до.r~жны удовлетворять условиям из­
лучения, обеспечивающим однозначность поставленной задачи и 
выражающим требование отсутствия волн, приходящих из бес­
конечности . Условия излучения в случае конечно!.\ границы дD 
формулируются в виде условий Зоммерфельда-Реллиха 
J~~ f I ([iR, Е) + Jµ.o/t:o[iл, (iн, HJJ)iн/ 2 ds =О, (3) 
Sн 
где iн - вектор внешней нормали к сфере Sл с центром в неко­
торой точке О Е D. 
Условия излучения типа Зоммерфельда, как показали даль­
нейшие исследования (2], [З] , в применении к областям с беско­
нечными границами , пе всегда могут быть сформуJJированы. По­
этому возникла проблема формулировки принципов излучения, 
позволяющих выделять единственное решение, не зависящих от 
вида неограниченной области, в которой ищется решение зада­
чи об установившихся ко.11ебаниях. Осповонолагающими здесь 
являются исследования А.Н . Тихонова и А.А. Самарского , ко­
торые в работе [4] сформулировали так называемый принцип 
" предельной" амплитуды, согласно которому решение задачи об 
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установившихся колебаниях однозначно определяется требова­
нием, чтобы это решение было пределом решения задачи Коши 
для соответствующей нестационарной задачи при t __. оо . 
Наряду с принципом "предельной" амплитуды достаточно 
:~ффективпым оказался принцип "предельного" поглощения пред­
ложенный в работе А.Г. Свешникова [2]. Этот принцип выделя­
ет единственное решение установившейся задачи без потерь, как 
предел задачи об установившихся колебаниях в среде с потеря­
ми при стремлении поглощения к нулю . При11цип "пре;tельного" 
поглощения позволил сформулировать а11алитические условия 
излучения в волноводах, в задачах дифракции на бесконечных 
периодических поверхностях. Применение предельных принци­
пов рассмотрено в работах (3,5,6) . 
Для задачи дифракции (1)-(3) в случае тела произвольной 
формы и произвольной неоднородности среды аналитические ме­
тоды нахождения решения не представляются возможными, и 
для по"1учения информации о решении требуется применять чи­
сле11ные методы. При этом применяются аппроксимации реше­
ния в неограниченной области . Для построения достаточно эф­
фективных численных методов естественно перейти к решению 
задачи в ограниченной области, причем диаметр области , в ко­
торой строится приближенное решение, стремиться сделать наи­
меньшим из всех возможных. Для этого условия излучения из 
бесконечности требуется перенести на конечную границу ER0 , 
вне которой характеристики среды однородны и восстановление 
ноля может быть проведено чисто аналитическими методами. 
Предельные условия типа Зоммерфельда-Реллиха и предельные 
принципы не могут быть непосредственно использованы для при­
менения численных методов в ограниченной области. С их ПО!\IО­
щью должны быть сформулированы аналитические условия на 
границе ER0 • 
Здесь наиболее удобными являются "парциа.flьные" услоDИ}f 
излучения, введенные А.Г.Свешниковым в работе (3) и сформу­
лированные для внешней задачи дифракции в работе (7). 
Суть "парциа..11ьных" условий изJiучения заключается в сле­
дующем . Как известно, система однородных уравнений Макс­
велла с постоянными коэффициентами е0 , µ0 имеет счетную си­
стему решений {Еп, Нп}, удовлетворяющих условиям излучения 
н.а бескопечности. Эта система решений может быть построена 
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методом разделения переменных в сферической системе коорди­
нат, при этом система может быть занумерована таким образом, 
что п > О соответствуют волнам электрическоrо типа, а п < О 
- во.r1нам магнитного типа. С помощью теоремы И.Н . Векуа [8] 
устанавливается полнота системы {En, Hn} на любой замкнутой 
поверхности S и nредставимость вне ~Ro решения задачи (1)-(3) , 
удовлетворяющего условиям излучения, в виде разложения 
Е """" En Н = ~ап Hn 
n 
(4) 
с общими коэффициентами an как для электрического, так и 
для магнитного поля . ПредставJ1ение (4) справедливо на поверх­
ности Ея0 . Тем самым мы получаем условие, связывающее ка­
сатеJiьные составляющие электрического и магнитного поля на 
поверхности :Ея0 • Оператор, устанавливающий связь между ка­
сательными составляющими поля на поверхности Ея0 , является 
линейным, но не является локальным, 011 связывает значение 
поля Е в точке на поверхности со зна•1ениями поля Н во всех 
точках поверхности. Если поверхность Ея0 является сферой, то , 
в силу ортогональности полей сферических волн на сфере . пар­
циальные условия излучения могут быть записаны в виде 
{3~ J [Е , H~J, ds = /3п J [Е~. Н), ds , 
ER0 Ен0 
где 
f3п = J [Еп, Н~], ds. 
ER0 
На произвольной поверхности условия излучения имеют бо­
лее сложный вид и приведены в работах [1], (2]. 
Принципиально важным является 11·1етод получения "парци­
альных" условий излучения. Он состоит в том, что для решения 
краевой задачи дифракции в области вне поверхности Ел0 стро­
ится аIJалитическое представление решения, которое использу­
ется для формулировки нелокального условия на конечной по­
верхности ERo · Это позволяет строить ''парциальные" условия 
излучения для ряда обласrей, границы которых уходят на беско­
не•шость. Такими областями являются бесконечные волноводы, 
рупоры, периодические поверхности. 
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В работе [1] А.Г. Свешников впервые сформулировал и дал 
обоснование "парциальным" условиям для регулярного волно­
вода . D дальнейшем " парциальные" условия излучения систе­
матически применялись для численного решения задач дифрак­
ции с помощью проекционных методов [7], [9]. Важной особен­
ностью работ этого цикJ1а было то , что как точное решение , 
так и приближенное решение , построенное с помощью проек­
ционного метода точно удовлетворяли "парциальным" условиям 
излучения . Однако можно воспользоваться общим принципом 
построения ''парциальных" условий излучений для вывода дис­
кретных приближенных "парпиальных" условий для сеточных 
функций. Основой этого принципа являются дискретизация за­
дачи 1ше области I:н0 , запись аналитического представления ре­
шения дискретной задачи, удовлетворяющего условиям излуче­
ния и установление связи между дискретными 11редставле11иями 
по.1ей Е и Н на поверхности ~Ro. Для более детального предста­
вления этой общей схемы рассмотрим плоскую задачу дифрак­
ции для поля Е - поляризации. 
Дискретные "парциальные" условия излуче­
ния 
Задача дифракции в случае Е - поляризации на неоднород­
ном цилиндрическом теле S с границей С сводится к решению 
уравнения Гельмгольца с локальным изменением волнового чи­
сла 
Ли+ kl(M) и= О. М Е 5, 
Ли+ kби = О, М ~ S +С. 
На контуре С дш1жны выполняться граничные условия 
[uJJc = ио/с' [д1']1 = дио 1 ' дп с дп с 
1де и0 - заданное падающее поле, а на бесконечности - условия 
излучения . 
Перейдем к цилиндрической системе координат (r , rp) с полю­
сом внутри области S и выделим внешнюю область SR для r > R, 
rде среда однородJ-tа и постоянна . 
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Решение задачи дифракции может быть построено с помощью 
"неполного" метода Галеркина с использованием координатных 
функций { eik<p}, k = О, ±1, .. . , ±N. Реализация такого мето­
да приведена в работе [10]. Однако, с увеJ1ичением размеров 
области S' растет число координатных функций N, необходимых 
для обеспечения требуемой точности, а с ростом N растет 'IИ­
с.тю осциллирующих интегралов от тригонометрических функций 
и вычислительные затраты на реализацию метода возрастают. 
Одним из вариантов решения проблемы экономии вычисJiений 
является выбор полной системы функций на окружности Sя с 
финитным носителем . Но произвольный выбор координатных 
функций переносит вычислительные трудности с подсчета коэф­
фициентов системы обыкновенных дифференциальных уравне­
ний к подсчету матрицы краевых условий при аппроксимации 
условий излучения па контуре SR. Тем не менее, возможен вы­
бор такого финитного базиса , для которого можно поставить дис­
кретные " парциальные" условия излучения . 
!:Jудем строить приближенное решение как при 1· < R, так и 
при r > R, в виде конечной суммы 
N 
nN (r', <р) = L Rk(r) 'Фk(<р) (5) 
k=l 
по базисной системе периодических В-сплайнов { 1/J; ( <р)}: 1 сте­
пени / дефекта 1 на сетке с N узлами разбиения 
i.<.ih={ih, i=l, ... ,N, h=~}. 
Коэффициенты Rk(1·) определяются из системы соотношений, 
проектирующих уравнение Гельмгольца и краевые условия на 
эту же систему В-сплайнов. 
Для r > R эта система имеет вид 
2ir 
j(д1tn+k6u")1/Jk('P)dY'=O, r>R. k=l, ... ,N. (6) 
о 
Систему проекционных соотношений (6) будем на.зывать продол­
женной. Потребуем, •1тобы сумма uN удовлетворяла условиям 
излучения при r-. оо. 
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Подставляя соотношения (5) в систему пrоекционных соотно­
шсвий (6) и учитывая вид оператора Лапласа в цилиндрической 
системе координат. придеJ\1 к следующей сист<'ме обыкновенных 
дифференциальных уравнений в области 1· > ll 
где 
Вектор 
1 d ( dU) 1 , . А - -d r-d + B-.,V + ~' 0 A.U =О , 
1· r r r· 
211" 
.4 == (а; ,j) ~.j = 1, а; ,j = j 1/J; ( 'Р ) V'j ( <р) d..p, 
о 
211" 
в = (13; ,j) ~.j=J , {Ji ,j = ! 1J;;1 ( '{J )1/-'j ( '{J) dtp , 
о 
(7) 
В силу определеtшя периодических И-сплайнов, матрицы А и В 
являются циркулярными с первыми столбцами 
:?7r 
ak = j iJ;;(t.p)l/.•m('P) dt.p, 
о 




i + k - N , i + k > N 
Собственные значения матриц А и В выписываются в явном 
виде 
j=O". "N-1. 
Для матрицы А имеет место разложение 
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Prv - {•p ,q}(N-1) 
. - -N p ,q=O ' 
. 27Г 
i-
EN =с N' 
а матрица PN = н- 1 ! 2 р;., - унитарна. 
Система уравнений (7) при r > R до11ускает аналитическое 
решение, удовлетворяющее условиям излучения. Это решение 
U = PNX(r), X(r) = H(r)c, 
Н(1·) = diag{ н.~, (kor), ... ' н;N(kor)} т' 
(8) 
с - произвольный постоянный вектор, а индекс llj определяется 
соотношением 
llj = pf,. 
Для собственных значений установлены следующие неравенства 
где Ck 1 , Ck2, /32 не зависят от N. 
в 1 О< -.А. < 80-1 - . • h' 
Представление (8) и усJювия сопряжения при 1· = R позволя­
ют получить для вектора U(r), определенного при 1· ~ R, следу­
ющее дискретное "парциальное" условие излучения 
Вектор G определяется как разложение падающего поля u 0 по 
системе финитных ба3исных функций на сфере радиуса r , 
G(1') = (G 1 (r), " "G.v(r)), 
2" 
G;(r) = j 110(1-, <p)1/Ji(:p)d<p. 
о 
Таким образом, задача дифракции сведена к решению кра­
евой задачи для конечной системы линейных дифференциаль­
ных уравнений на конечном отрезке . Матрица системы линей­
ных алгебраических уравнений имеет разреженную структуру, 
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а матричные э.'lсменты вычисляются как интегралы от фюшт­
ных функuий , что позволиет рассматривать :-.1атрицы большого 
порядка . Реэулыаты реализации изложенной схемы принедены 
в работах [11, 12). 
Для решения векторных задач дифрпкции фю1ип1ый базис 
становится особенно эффскти1шым. В работах [13, 14] рассмо­
трен·ы финитные базисные функции для векторной задачи ди­
фракции . 
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